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Introduccién

Motivacion

@ Los Modelos de Ecuaciones Simulténeas (M.E.S.) nacen como
herramienta econométrica.

@ Limitados por su gran necesidad computacional.

@ Actualmente han comenzado a usarse en otras disciplinas.

@ No conocemos la existencia de software en paralelo para la resolucién
de M.E.S. (aunque si en secuencial).

@ Solo se conocen estudios sobre algoritmos paralelos para M.E.S. de
estimadores de informacién completa.

@ No conocemos la existencia de estudios o software capaz de encontrar
el mejor M.E.S. a partir de los datos de las variables.



Descripcion Tedrica

iQue es un M.E.S.?

El esquema de un modelo con N ecuaciones, N variables endégenas y K
variables exégenas en forma matricial es:

BY" +X"T+u" =0

siendo:
Y:(Y1-~YN) ) X:(Xl--~XK) , u:(ul...uN)
B - Bin 1o YLK
B = . , M=
Bni -+ Bun INL e INK
matrices densas con valores reales, siendo §3;; = -1V i=1,..., N.

El modelo estructural se puede expresar también en forma reducida:
Y=XMN+v,conN" =-B7Ir, vl =B 1,7,



Descripcion Tedrica

iQue es un M.E.S.?

Si se descompone B de la forma B = diag(—1,...,—1) + B, la expresion
anterior queda de la siguiente forma:

YT =BYT +1XT +u”
O en ecuaciones:

yi =m11X1 + ..+ Y,kxk + Broye + B3y + ...+ Bunyn + ur
y2="21X1+ ... +V2,kXk + B21y1 + B23yz + ...+ Bonyn + U2

YN = YN1XL + - YN K XK T BNy e Bun—1yN—1 + Uy

donde xi, xo, ..., XK son variables exégenas, y1, y»,...,yn son variables
enddgenas, y uy, U, ..., uy son variables de ruido blanco. Todas ellas son

vectores de dimensidn d, siendo d el tamano de la muestra.



Descripcion Tedrica

Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO)

Algoritmo 1 Algoritmo MCOp,s

Entrada: X € R7¥, Y € RN
Salida: 3 € RKXN ¥ ¢ RIXN

1:
2:
3:

a

Hacer X7 X {coste — 2K?d}
Hacer XTY {coste — 2NKd}
Hacer (X7 X)~71(XTY) resolviendo el sistema XTY = (X" X)3
{coste — 2K3 4+ 2K2N}
Si estimacién=Verdadero Entonces
Hacer ¥ = X3 {coste — 2NKd}
Fin si

Utilizar las librerias de Blas y Lapack.



Descripcion Tedrica

Minimos Cuadrados Indirectos (MCI)

@ Solo se puede usar en ecuaciones exactamente identificadas
(K:k,-—l—n,-—l).
@ Estima los valores de I1 de la ecuacién Y = XT1+ v mediante MCO.

@ A continuacién deduce los valores de la forma estructural
(0=B;YT +T;XT + uT) siguiendo la relacién —B;M =T ;.

Algoritmo 2 Algoritmo MC/

Entrada: X ¢ R¥K Y ¢ RIXN B c RVXN y [ ¢ RVXK
Salida: B € RVXN [ ¢ RVxK

: M7 = MCOp,s(Y,X estimacién=Falso)

2: Para i=1...N Hacer

3 Si ecuacién i es exactamente identificada Entonces
4: Resolver —B;11 =T;
5

6

[y

Fin si
: Fin Para




Descripcion Tedrica

Minimos Cuadrados en Dos Etapas (MC2E)

Estimar los valores de B y I en la expresion:
YT =BYT 41X +u”

No es posible usar Minimos Cuadrados (Y correlacionado con u).

Algoritmo 3 Algoritmo MC2E,

Entrada: X € RK Y ¢ RIXN B ¢ RVXN y [ ¢ RVXK

Salida: B € RV*N [ ¢ RVxK
1: Estimar las varlables proxy Yy = /\/ICObas(Y X, estlmaC|on Verdadero)
2: Sustituir Y por Y resultando YT = BYT +TXT +u”
3: Para i = 1...N Hacer

4. Hacer X, = [X;|¥i] {Usando B; y I';}

5 Bi = MCOpas(yi, Xe; ,estimacién=Falso)

6 Sustituir los valores de 3; en las incognitas de B; y T';

7: Fin Para




MC2E basado en la descomposicién de la inversa

MC2E basado en la descomposicién de la inversa

La descomposicién matricial que se va a usar estd basada en el siguiente
teorema:

Teorema

(BAT g>_1:<A51 8>+</f>(D—BTAlB)1(—ET/d)

donde E = A!B.
Supongamos que se va a resolver la ecuacién i-ésima usando MC2E.
Yi="%+7nXg + ...+ X, ol +.. +ani, +e€

Las matriz usada al aplicar MCO en la ecuacién es [X;|Y;] (con dimensién
d x (n; + ki — 1)), calculdndose la expresion ([X;| Y] T [Xi| Vi) 21X Yi] " yi.



MC2E basado en la descomposicién de la inversa

MC2E basado en la descomposicién de la inversa

Usando el teorema previo, la inversa de la matriz:

e © 066 6666 —

(5] B) =58 590 = (70 3)-
1 Y YiXi vy 0 0
Ty \—1yTY
ST ) (T YT X)X ) YT X X))
XI.TX; se toma de X7 X, que se obtiene al calcular M.
XI.T\A/; se toma de X7 Y, que se obtiene al calcular I (ya que XTy = XTY).
(X,.TX,-)*I[X,.T\A’,-|Ic/kI.] se tiene que calcular.
\A’I.TX,-(XI.TX;)*lX,.T\A/,- se tiene que calcular.
\A/I.T)A’,- se toma de )A’T\A’, que es calculado antes.
\A/I.T)A’,- — \A/,.TX,-(XI.TX,-)X,.T\A’,- se tiene que calcular.
()A/I.T Y — \A’I.TX,-(XI.TX,')*lXiT\A’,-)*l(—\A/,.TX,-(X,.TX,-)*I\Id,,I.,l) se tiene que calcular.

_(XTX\)-1xTYV.
Multiplicar ( X; I)(jl) X Yi > por la matriz resultante del paso anterior.
nj—1
(XTX)=t o )

Sumar la matriz resultante del paso anterior a ( 0 0



MC2E basado en la descomposicién de la inversa

MC2E basado en la descomposicién de la inversa

Se ha calculado la inverfa de la Amatriz enAIa expresién de MCO para la
ecuacién i-esima (([X;|Yi]T[X:| Y:]) 72X Yi] " vi)-
o La matriz [X;|V;]7y; tiene que ser también calculada.
o Xy se toma de XY, que se obtiene al calcular .
@ \A/,-Ty,- se toma de YTY puesto que YTy =vTy.

@ Se calcula la multiplicacién de ambas matrices completando la
expresién de MCO.

Proposicién El nimero de flops realizados al resolver una ecuacién de un

M.E.S. por MCOp,s es mayor o igual que el nimero de flops realizados al
resolver la misma ecuacién por MCO;,, .



MC2E basado en la descomposicién de la inversa

Estudio Experimental

Tiempo de ejecucién (en segundos) y ratio entre el algoritmo MC2Ep,s y
MC2E,',,V:

N: 500 1000 1500 2000 2500

d: 500 500 1000 1000 1500
MC2Ep,s || 72.82 | 790.93 | 7031.96 | 19337.92 | 97874.21
MC2E;,, || 12.91 | 198.16 | 1225.33 | 4192.10 | 10217.02
Ratio 5.64 3.99 5.74 4.61 9.58

Tiempo de ejecucién (en segundos) y ratio comparativo entre el algoritmo MCl y
el algoritmo MC2E;,,:

N: 500 1000 1500 2000 2500

d: 500 500 1000 1000 1500
MC2E;,, || 22.76 | 289.12 | 1665.99 | 6165.98 | 14316.93
McCl 18.17 | 230.78 | 1073.21 | 3118.85 | 7181.54
Ratio 1.25 1.25 1.55 1.98 1.99




Paralelizacién de los algoritmos en memoria distribuida

Paralelizacion de MCO

Utilizar las librerias de ScaLAPACK y PBLAS.
Importante: Tiempo de comunicacién entre procesadores.

Algoritmo 6 Algoritmo PMCOp,s

Entrada: X € R¥*K e Y € RN (distribuidas al estilo de ScaLAPACK)
Salida: 3 € RK*N e ¥ € RI*N (distribuidas al estilo de ScaL APACK)
1: Hacer X7 X {Multiplicacién en paralelo}
. Hacer XTY {Multiplicacién en paralelo}
. Hacer (XTX)~Y(XTY) resolviendo el sistema XY = (X7 X)/3 en paralelo
: Si estimacién=Verdadero Entonces
Hacer ¥ = X3 {Multiplicacién en paralelo}
: Fin si

o0 s wWwN




Paralelizacién de los algoritmos en memoria distribuida

Paralelizacién de MCI

Algoritmo 7 Algoritmo PMCI

Entrada: X € RK e Y € R¥*N (distribuidas al estilo de ScaLAPACK), B €
RVN 'y T e RV*K (distribuidas % filas por procesador)
Salida: B € RV*N y T e RN*K (distribuidas & filas por procesador)
1: M7 = PMCOy.s(Y,X,Falso)
: Distribuir I en todos los procesadores
: EN PARALELO cada procesador g =0, ...,p — 1 HACE
: Para j:l...% Hacer
i=g+(—-1)p+1
Si ecuacién i es exactamente identificada Entonces
Resolver —B;I1 =T;
Fin si
: Fin Para
FIN PARALELO

—
e




Paralelizacién de los algoritmos en memoria distribuida

Paralelizacién de MC2E

Algoritmo 8 Algoritmo PMC2E;,,

Entrada: X € R¥K e Y € RI*N (distribuidas al estilo de ScaLAPACK), B €
RN*N y T e RVXK (distribuidas % filas por procesador)

Salida: B € RV*N y T € RN*K (distribuidas £ filas por procesador)

1: ¥ = PMCOy.s(Y.X Verdadero) {guardando I, X7 X y XY}
2: Hacer YT VY {multiplicaciones en paralelo}

3: Distribuir M, X7X, XTY,Y, YTV a todos los procesadores

4: EN PARALELO cada procesador g =0, ...,p — 1 HACE

5: Para j:l...% Hacer

6: i=qg+(—-1)p+1

70 Bi=MCOm (v, Y X XTXXTY, YTY)

8:  Sustituir los valores de §; en las incégnitas de B; y I';

9: Fin Para

10: FIN PARALELO




Paralelizacién de los algoritmos en memoria distribuida

Estudio experimental

Eficiencia y speed-up del algoritmo PMCI.

Eficiencia

—4pmo — oz TBpros  SZpros — B4 proo

500 1000 1500 2000 2500
500 500 1000 1000 1500
Speed-up

3.72 3.69 3.97 4.06 4.46
6.37 7.15 7.77 8.07 8.54
10.22 13.02 14.11 16.93 16.67
14.44 14.29 27.42 32.40 31.55
64 19.27 35.96 44.92 59.03 60.79

w e a
B 5w afu|>




Paralelizacién de los algoritmos en memoria distribuida

Estudio experimental

Eficiencia y speed-up del algoritmo PMC2E;,, .

Eficiencia

|—4pmc -8 proc 16 proe 31 prog —— b proc: ‘
N 500 1000 1500 2000 2500
d: 500 ‘ 500 ‘ 1000 ‘ 1000 ‘ 1500
) Speed-up
4 3.39 3.85 3.82 3.85 3.75
8 6.07 7.30 7.34 7.42 7.28

16 10.00 13.06 13.61 13.44 13.69
32 15.55 22.45 24.05 25.61 27.25
64 18.96 33.94 41.61 46.42 46.98




Paralelizacién de los algoritmos en memoria distribuida

Estudio experimental

Gréfico comparativo de los tiempos de comunicacién (tc) y de operaciones aritméticas
(ta) de los algoritmos PMCl y PMC2E;p,:

PMCI PMC2E ;..

000 =

750 =

Nd

BB n=500, ¢=500
MM r=1000, ¢=500
BAn=1500, d=1000
BRn=2000, ¢=1000
Bn=2500, d=1500

4000 -

00 = 3000 ~

tiempo
tiempo

2000 4

2601 =

1000~

nimere de procesadores namere de procesadores



MC2E basado en la descomposicién QR

MC2E mediante reflexiones de Householder

@ Hacer la descomposicion QR de X (X = Q ( /31 > mediante

reflexiones de Householder).

e Calcular ¥
Y =X(XTX)IXTy = QR(RTQTQR)—lRTQTY:
Q< )(R CTRT0]QTY = o( )[ldK|0]oT

o4 g)ov-o(t 1) (K)-o( %)

@ En cada ecuacién i:
@ Hacer la descompsicién QR de la matriz X, = Q;R; mediante

reflexione§ de Householder.
o Calcular g; = (XeTX )~ 1XTy, = [R Ho1QTy: = [R,711|0]}7i = ;11}7i.,1



MC2E basado en la descomposicién QR

Algoritmo para MC2E mediante reflexiones de Householder

Algoritmo 10 Algoritmo MC2Ey

Entrada: X € R*K Y e RIXN B ¢ RVXN y [ ¢ RVxK
Salida: B € RV*N [ ¢ RVxK

1: Obtener Q y R (desc. QR de X) {coste — $K?(3d — K)}
2: Y =QTY {coste — 2NK(2d — K)}

Y=Q ( El ) {coste — 2NK?}
Para i=1...N Hacer

Obtener Q; y R; (desc. QR de X,,) {coste — %(nj+ki—1)?(3d—(nj+ki—1))}
Vi = Qy; {coste — 2(n; + ki — 1)(2d — (n; + k; — 1))}

XN W

Bi = ,'}_11)7@1 {Coste — (n,- + ki — 1)2}
Sustituir los valores de (3; en las incégnitas de B; y I';
Fin Para




MC2E basado en la descomposicién QR

Estudio Experimental

Tiempo de ejecucidn (en segundos) y ratio comparativo entre el algoritmo
MC2Ebas, MC2E,‘,,V y MC2EH.

N: 500 1000 1500 2000 2500

d: 500 500 1000 1000 1500

Alg. Tiempo | Tiempo | Tiempo Tiempo Tiempo

MC2Ep,s 72.82 | 790.93 | 7031.96 | 19337.92 | 97874.21

MC2E;,, 1291 | 198.16 | 1225.33 | 4192.10 | 10217.02

MC2Ey 26.53 | 257.10 | 2363.64 | 5457.78 | 16825.37
Ratio

MC2Ep,s/ MC2E;,, 5.64 3.99 5.74 4.61 9.58

MC2Ey/MC2E;,, 2.05 1.30 1.93 1.30 1.65




MC2E basado en la descomposicién QR

MC2E mediante rotaciones de Givens

Se detectan las siguientes deficiencias en el algoritmo anterior:
@ No se aprovecha la descomposicién QR de X en la descomposicion en
cada ecuacién.

@ El célculo de la matriz Y exige aplicar dos veces los reflectores de
Householder a la matriz Y.

Se propone: Obtener la descomposicién QR de cada X, mediante
rotaciones de Givens haciendo ceros los elementos no nulos por debajo de
la diagonal principal.

@ Hacer la descomposicién QR de [X|Y] de la cual se obtendran las
descomposiciones QR de las X,,.
@ Hacer la descomposicion QR de X mediante reflexiones de

Householder.

o Calcular QT[X|Y]=[QTX|QT Y] =[RIQTY] = < /?)1 \(;1 >



MC2E basado en la descomposicién QR

MC2E mediante rotaciones de Givens I

Resolver la ecuacién i-ésima y; = Xjb; + Y;[; + ¢; cuya matriz asociada es
Xe = [Xi|Yi]. R

La matriz se puede expresar de la forma X, = [X|Y]S; donde S; es una
matriz de seleccién. .

siendo R; 1 e \N/,-J las K primeras filas de la matriz resultante de la
multiplicacién.

Es necesario obtener la descomposicién QR de X, por lo que hay que
encontrar una matriz ortogonal que multiplicada a la anterior dé como
resultado una matriz triangular superior.

ni—1 K—n ki Ain—n

Q= H H G}(g)fj—k,-,Kfjfk;Jrl H H Gﬁ::*f%fm*f“

n=1 j=1 n=1 j=1



MC2E basado en la descomposicién QR

MC2E mediante rotaciones de Givens IlI

La siguiente figura muestra la secuencia de eliminacién de elementos en el
proceso de retriangularizaciéon mediante rotaciones de Givens de una
matriz X € R7*°. La entrada i (i=1,...,6) indica el elemento reducido a
cero en Ia i-ésima rotaciéon, multiplicando a la izquierda por la matriz

4) ~(4) ~(3) ~(2
o7 - 62626666,

—_
NN e e e

W >~ 0 0 0 o

c1T o e o o o o



MC2E basado en la descomposicién QR

Comparativa entre MC2Ey y MC2Eg

Tiempo de ejecucién (en segundos) y ratio, cuando se varia el tamafio del problema. Se muestra
el promedio (niimero grande) y la desviacién tipica (subindice) de 5 medidas para el mismo
tamafio del problema.

Tam. del problema Tiempo Tiempo

N K d Householder Givens Ratio
100 100 500 0.500.02 0.15¢.00 3.350.06
100 100 1000 1.06¢.03 0.16¢.00 6.630.21
100 200 500 1.390.06 0.67¢.02 2.099.09
100 200 1000 3.230.11 0.700.00 4.600.13
200 200 500 3.390.08 1.900.03 1.799.01
200 200 1000 7.850.32 1.94¢.05 4.05¢.07
200 400 500 10.25¢.14 9.160.13 1.12¢.02
200 400 1000 23.280.20 9.31p.16 2.500.05

400 400 1000 56.602.47 28.05¢.41 2.02¢.07
400 400 1500 98.852.84 28.62¢.31 3.45¢.08
400 600 1000 108.683.94 74.557 18 1.46¢.03
400 600 1500 200.765 57 75.13p.091 2.670.05
800 800 2000 1319.3012.58 | 438.142.04 3.010.01
800 800 2500 1889.0120.66 | 440.61357 4.29¢.02
800 | 1000 | 2000 2067.9416.62 | 741.284.60 2.790.01
800 | 1000 | 2500 2894.9028.64 | 741.775.43 3.900.02




Conclusiones

e Se han desarrollado algoritmos para los
estimadores MCly MC2E

« Se han mejorado los algoritmos utilizando
descomposiciones matriciales (descomposicion de
la inversa y QR)

« Se han desarrollado versiones en paralelo en
memoria compartida y distribuida obteniendose
speed-ups satisfactorios

e Se han aplicado los algoritmos a problemas reales
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